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机器能数数吗？



⽬录

• 数的演化史：⽣物、认知、考古


• 机器数数问题：什么是数数与⼏种形式定义


• 绕过困难的新思路：塞伦盖蒂游戏


• 致谢与参考⽂献



第⼀节



数的演化史
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• ⽣物学的例⼦


• 认知科学⾥的数感


• 考古学⾥的例⼦


• 复杂性的恰当估计

夏海宁（洛伦兹蝶）⽼师提供的翻译⽅案
王东⽼师的有趣讨论

本节致谢



捕蝇草

捕蝇草是⼀种⻝⾍植物。它的捕捉机构由 
叶⼦的末端部分形成，通过其内表⾯的微 
⼩⽑发触发。当昆⾍爬⾏在⻚⾯时接触到 
⼀根触⽑时，捕⾍器就会准备关闭，只有 
在第⼀次接触后 20 秒内发⽣第⼆次接触 
时，捕⿏器才会关闭。在五次刺激之后捕 

蝇草才会开始消化过程。



约有 25 万个神经元

蚂蚁

蚂蚁在归巢⾏为中需要寻找最短 
的回归路径，动物⾏为学的观察 
和实验，说明了某些沙漠蚁有计 
步和路径累积的能⼒。



数量适应效应
https://en.wikipedia.org/wiki/Numerosity_adaptation_effect

⻙伯-费希纳定律
https://en.wikipedia.org/wiki/Weber%E2%80%93Fechner_law

https://en.wikipedia.org/wiki/Numerosity_adaptation_effect
https://en.wikipedia.org/wiki/Weber%E2%80%93Fechner_law


数感

⼏个相关的概念


• 估数系统


• 循物系统


• 序数能⼒


• 快估

判断相等、多少的⼀种直感的能⼒


• 抽象性：能否跨越不同的标的物？


• 跨模态：能否跨越不同感知⼿段？

https://en.wikipedia.org/wiki/Number_sense_in_animals
https://en.wikipedia.org/wiki/Approximate_number_system
https://en.wikipedia.org/wiki/Parallel_individuation_system
https://en.wikipedia.org/wiki/Ordinal_numerical_competence
https://en.wikipedia.org/wiki/Subitizing


⼿、⼯具与语⾔

Evidence in hand 
Recent discoveries and the early evolution of human manual manipulation

Review article by Tracy L. Kivell

⼿、⼯具和⽕、⼤脑、社会⾏为、语⾔的协同演化历史

260万年前，能⼈(Homo habilis)时代，⽯器的使⽤兴起 

100万年前，直⽴⼈(Homo erectus)时代，普遍的对⽕的控制使⽤

FOXP2 在基因层⾯的考察

Origin_of_language 语⾔演化的各种假说

The co-evolution of number concepts and counting words
关于数字概念和语⾔的协同演化by Heike Wiese

语⾔的社会性

The mystery of language evolution
Review article by Marc Hauser et al

Empirical approaches to the study of language evolution
by W. Tecumseh Fitch

关于语⾔的演化

The evolution of early symbolic behavior in Homo sapiens
关于智⼈早期的符号⾏为

Human language may have evolved to help our ancestors make tools
关于语⾔和⼯具制作by Michael Batter

by Kristian Tylén et al

https://royalsocietypublishing.org/doi/10.1098/rstb.2015.0105
https://en.wikipedia.org/wiki/FOXP2
https://en.wikipedia.org/wiki/Origin_of_language
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0024384106000635
https://www.frontiersin.org/articles/10.3389/fpsyg.2014.00401/full
https://link.springer.com/article/10.3758/s13423-017-1236-5
https://www.pnas.org/content/117/9/4578.full
https://www.sciencemag.org/news/2015/01/human-language-may-have-evolved-help-our-ancestors-make-tools


最原始的系统：⼀进数字系统 

最⾃然的数字表示，但却难于表达⼤数字  

刻痕记事

Ishango ⻣刻
旧⽯器时代晚期, 约公元前 18,000 年 - 公元前 20,000 年

http://en.wikipedia.org/wiki/Unary_numeral_system
http://en.wikipedia.org/wiki/Tally_stick
http://en.wikipedia.org/wiki/Ishango_bone
http://en.wikipedia.org/wiki/Upper_Paleolithic


引⾃ http://www.math.buffalo.edu/mad/Ancient-Africa/mad_ancient_egypt_arith.html

在这个时期⼤数的 
表示与运算都⽐较困难

Ahmes Papyrus

古埃及的数

http://www.math.buffalo.edu/mad/Ancient-Africa/mad_ancient_egypt_arith.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Ahmes_Papyrus


⽣物演化序作为复杂性度量?
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⼀个设问⽅向

具身能⼒与外化⼯具扮演了什么⻆⾊？真的是数数内在的必须条件吗？


• 具身能⼒：⼀个复杂的脑、能写符号的⼿、能灵活发⾳的喉管


• 外化⼯具：图形符号、语⾳符号

从蚂蚁到⼈类的上亿年，有很多花在了具身条件的演化上

数数真正的复杂度究竟有多⾼？
我们能否给蚂蚁⼀些贴⼼⼜⽅便的辅助⼯具，使得它们可以操作数字符号？



⼀个相反的设问⽅向
• 主流的⽅向：看到具身在理性⾥的作⽤，但假定理性的普遍


• 另类的⽅向：⼈类的理性是否只是⼈类具身形态的产物？


• 是否存在其他形态的智能思维，我们还⽆法理解？

AI 是⼀种⼯具，可以让我们在两个⽅向上同时探索



第⼆节



什么是让机器数数？
• 让机器数数⾥的问题


• 为什么要考虑形式定义


• 相等与⽐较


• 基数与序数


• ⽪亚诺公理体系


• ⼀进代数系统的初始模型


• 有限性


• 判定算法 本节致谢李熙、晃晃⽼师的有益讨论和指导



可理解问题

• 对图灵测试存在诸多的批评


• AI 数数能否检验？

机器 考官

考题

#%￥#@*

答卷

？
？
？

考官会不会看不懂？

如果机器会⾃创符号了



有限与⽆限的问题

请对⽐如下两个说法


• 有限经验的学习如何能跨越到⽆限？


• 有限经验的学习如何能跨越过任何给定边界？

困难在于


• 从 1 数到 100，它会数数了吗？到千、万、亿……就会了吗？


• “有限经验的学习可以泛化到⽆限？”这句话是什么意思？

请考虑下⾯的两个学习⽬标


• ⼀个个独⽴的数


• ⼀段递归程序且有递归起点



关于数数的学习

• 可以是有监督学习—学会⼈类已有的数字系统


• 最好是⽆监督学习—机器⾃⼰发明新的数字系统

泛化

检验
经验 vs 先验学习的⽬标是什么



⽐图灵测试更难？

• 可理解问题，让数数问题的测试不同于图灵测试


• 创造能⼒也更接近于智能本质


• 数数问题的测试可能会⽐图灵测试更难吗？



为什么需要⾃然数定义？

• 有定义后，我们可以验证机器的输出是否满⾜定义

最朴素的想法

但是

• 合适的定义是什么？


• 合适的输出⼜是什么？


• 验证的算法是清晰的吗？

但如果没有定义，那就进⼊荒诞不经的领地了。



相等和⽐较

相等是具有如下性质的关系


• ⾃反性


• 对称性


• 传递性

良序是具有如下性质的关系


• 三岐性


• 传递性


• 良基性某种归纳原理？



基数

• 数感是⼀种⽐较多少的能⼒，把相等的侧⾯上升为数学概念就是基数


• 全体⾃然数的基数是          ，从 0 到        只是全部基数的⼀⼩部分


• 能否通过增加定义中的条件，来从基数中限定出来我们想要的⼀部分呢？

0 א 0 א

⽐如，增加⼀个有限性的条件？

有限性 vs 有限



序数

• 数感是⼀种⽐较多少的能⼒，把⽐较的侧⾯上升为数学概念就是序数


• 第⼀个⽆穷序数是 ω


• 有趣的可数序数有很多

可构造的从有限趋于⽆限的⽅式有很多

“数”可以被发明的空间也同样很⼤



⽪亚诺公理

• P1：0 是⾃然数

• P2：⾃然数在 S 下封闭


• P3：S 是⼊射


• P4:  不存在⾃然数 x 使得 S(x) = 0

• P5：归纳公理

成链

⽆叉

⽆环

可引⼊后继函数 S

⾃然数唯⼀性

个体到全体的跨越
结构归纳法



⼀进代数系统

如下的函数签名定义的代数系统


• 0 :: N


• S :: N -> N

它的初始代数是⾃然数系统，初始代数模型可以由项代数给出



有限性

有限的戴德⾦定义


• ⼀个集合有穷，当且仅当，不存在从它到它真⼦集的单射

脱离了我们⼈类的⾃然数，我们能谈论有限吗？



存在通⽤的判定算法吗？

• 如果


• 接受有限性是数数问题的⼀个本质特征


• 接受检测程序必须能停机才算通过检测


• 我们能看到⼀个⾮常危险的信号：


• “判断任意⼀个⽣成结构是否是有限⽣成”可能会把我们导向停机问题
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绕过困难的新思路吗？

绕过？• 塞伦盖蒂游戏的想法


• 游戏具体设计的尝试


• 基于⼏何的元理论？



游戏的想法

如果能找到⼀个游戏场景


• 1、智能体需要通过数数才能获得更好的⽣存


• 2、智能体可以⾃⼰画符号


• 3、为了达成 1，通过 2 发明的符号是必须的



初步的设计
塞伦盖蒂游戏

假想⼀个原始⼈部落在塞伦盖蒂草原
逐⽔草⽽居。他们需要通过左前⽅和
右前⽅采到的浆果数量，来判断部落
移动的⽅向，获得最⾼分的部落是到
达⽔草最丰美位置的部落。 

采到的浆果的数量有⼀定的随机因
素，原始⼈必须要累计多⽇的采集结
果，才能获得稳定的信号。⽽多⽇的
累计需要通过某种符号记录下来。 

我们的 AI 原始⼈能能⾃⼰发明出来
⼀种计数的符号体系吗？这是我们想
考察的问题。 

今天右前⽅采到的果⼦今天左前⽅采到的果⼦

对左前⽅采果⼦的多⽇记录 对右前⽅采果⼦的多⽇记录

部落移动的轨迹

⽔草最丰美的位置

⼤草原地图



设计的改进

左前、右前、左后、右后 
四个采集地

四块画板分别记录 
四个采集地多⽇的收成

根据四个收成记录 
可计算梯度 
决定⾛向和步幅



设计⾥的体会

• 具身与世界：彼此融洽⼀致的多种具身性、主体与世界遭遇的⽅式


• 灵活控制：否则主体太笨拙，很难学习⼀个⾼技巧任务


• 最简化：随机游⾛⾥的复杂性，必须要简化设定到最必要的条件


• 基线对⽐：要有基线对⽐⽅案



规避了困难吗？
• 可理解性：可以被 RL 评分⽐较好的规避掉


• ⽆限性：


• 可以通过可伸缩的⼤⼩的画布和可游⾛的视界窗⼝解决吗？


• 会发现它和塞伦盖蒂游戏是类似的⼀个问题


• RL 的⽆限叠加？还是别的可能？


• 有没有可能构造同样⼀个 RL 的多层叠加，每次提升都缩⼩了数数的范围



攻克⽆限性（⼀）

• ⽅案⼀：⽆限⼤画布、可移动视窗和可移动的笔



攻克⽆限性（⼆）



攻克⽆限性（三）



基于⼏何的元理论

• 如果能⽤ RL 来很好的刻画数数问题


• RL 在优化过程中的每⼀步，都可以⽤⼏何的语⾔来理解


• 在寻求⼀个代价更低的势能⾯


• 这是否意味着，我们可以发展⼀种关于数的⼏何理论？



致谢与参考⽂献

• 致谢李熙、晃晃、王东和夏海宁⽼师的有益探讨和指导


• 动物的图标均来⾃ the Noun Project


• 其他的图⽚都来⾃维基共享资源项⽬



谢谢

NumberX 项⽬

塞伦盖蒂游戏是其中之⼀

SelfX 项⽬

探讨⾃我概念的产⽣

Skiverse 项⽬

另类数字⾃催化⽹络想法的探索

更神秘的项⽬

请⼤家等待会在下⾯逐渐开启

https://github.com/mountain/numberx
https://github.com/mountain/selfx
https://github.com/mountain/skiverse

